Lambda calcul

1 Codificari Church

Desi aparent simplu, si cu o singura regula de calcul (aplicarea unei functii), lambda-calculul
este un limbaj la fel de puternic ca orice alt limbaj. Din punct de vedere matematic, limbajul
este Turing-complet, adica poate calcula orice functie care poate fi calculata de o masina Turing.

Pentru a arata acest lucru, vom folosi un set de codari (encodings) inteligent proiectate,
numite codari Church (Alonzo Church a creat calculul lambda).

1.1 Valori Booleene

Iata codarile pentru valori booleene:

TRUE = JXx\y.x
FALSE = JXx.\y.y

Valoarea “adevarat” va fi reprezentata de o functie care primeste doua argumente si intoarce
primul dintre ele, iar valoarea “fals” de o functie cu doua argumente care intoarce al doilea
argument.

Operatiile booleene obisnuite sunt codate dupa cum urmeaza:

AND = AUAV.U V U
OR = AUAV.U U V
NOT = )u.u FALSE TRUFE

Putem verifica ca intr-adevar termenii de mai sus se comporta conform asteptarilor:

AND TRUE FALSE =

(AuAv.u v u) TRUE FALSE — 5
(\v.TRUE v TRUE) FALSE —;
TRUE FALSE TRUE =
(\x.\y.x) FALSE TRUE —4
(\y.FALSE) TRUE —

FALSE.

AND TRUE TRUE =

(AuAv.u v u) TRUE TRUE —4
(W.TRUE v TRUE) TRUE —
TRUE TRUE TRUE =
(\x\y.x) TRUE TRUE —
(\y.TRUE) TRUE

TRUFE.
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AND FALSE TRUFE =

(AuAv.u v u) FALSE TRUE —4
(\.FALSE v FALSE) TRUE
FALSE TRUE FALSE =
(\x.\y.y) TRUE FALSE —
(\y.y) FALSE —4

FALSE.

AND FALSE FALSE =

(AuAv.u v u) FALSE FALSE —5
(\v.FALSE v FALSE) FALSE —
FALSE FALSE FALSE =
(\x.\y.y) FALSE FALSE —
(\y.y) FALSE —4

FALSE.

Exercitiu: verificati comportamentul functiilor OR si NOT.

1.2 Numere Naturale

Numele naturale pot fi codate dupa cum urmeaza:

0 = A AX.x
1 = M x
2 = AMMxffx
g = MMfffx

Cu alte cuvinte, un numar natural n va fi reprezentat printr-o functie care primeste doua
argumente: f si x si aplica f de n ori pe x.
Functia succesor este foarte simplu de scris ca lambda-termen:

SUCC = An A ((n ) (F ).

Sa calculam SUCC 2:
SUCC 2 =

AnAf A ((n ) (f x)) 2 =5
M ((2 1) (fx) =

MM %) ) (Fx) —p
Ao ((f ) (F X)) =
MAx.(f f f x) =

3.

Functia de adunare a doua numere poate fi reprezentata ca lambda-termen dupa cum
urmeaza:

PLUS = An.dm A xm f (nf x).

Exercitiu: calculati PLUS 2 3.
Functia de inmultire poate fi reprezentata astfel:
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MULT = AnmAfxm (n ) x.

Exercitiu: gasiti alte definitii pentru MULT.
Exercitiu: gasiti o definitie pentru EXP (functia de exponentiere).
Putem defini ISZERO astfel:

ISZERO = n.n (A .FALSE) TRUE

Pentru functia predecesor avem nevoie de cateva preliminarii.

1.3 Perechi

Putem forma perechi si accesa componentele folosind urmatorii lambda-termeni (perechile fiind
reprezentate ca o functie care primeste o valoare de adevar si intoarce sau prima componenta,
daca valoarea este TRUE, sau a doua, daca valoarea este FALSE):

PAIR = Julv.Abbuv
FST = Ap.p TRUE
SND = JAp.p FALSE

1.4 Predecesor

Fie perechea (0,0).
Aplicam urmatoarea transformare de n ori:

e copiem a doua componenta a perechii vechi pe prima pozitie In noua pereche;
e incrementam a doua componenta a perechii vechi.

Obtinem urmatoarea secventa de perechi: (0,0) = (0,1) = (1,2) = (2,3) = .. ..
Pe prima componenta se gaseste predecesorul.

PRED = \u.FST (u AUX (PAIR 0 0))
AUX = \p.PAIR (SND p) (SUCC (SND p))

1.5 Observatii

1. Numarul 0, valoarea fals si lista vida au aceeasi reprezentare;

2. Limbajul nu este puternic tipizat. De exemplu se poate calcula AND 2 5.

1.6 Combinator de punct fix

Y = MOt (Ayxxy)) Qo (Ayxxy))

Un combinator FIX este de punct fix daca FIX t are acelasi comportament cu ¢ (FIX t).
Putem folosi un combinator de punct fix dupa cum urmeaza:

ISEVEN = Y ISEVEN’
ISEVEN’ = A AnITE (ISZERO n) TRUE (NOT (f (PRED n)))

Varianta preliminara 3



