Lambda-calcul netipizat.
Laborator 12

In acest laborator, vom crea un interpretor pentru lambda-calcul (prezentat in cursul prece-
dent).

In primul rand, vom reprezenta identificatorii (variabilele) prin intermediul unui String.
Pentru a marca acest lucru, vom crea un sinonim de tip, numit Id, pentru tipul predefinit
String.

type Id = String
Lambda-termenii vor fi reprezentati ca valori de tip Term:

data Term = Var Id
| App Term Term
| Lambda Id Term deriving (Show, Eq)

Exercitiul 0.1. Scrieti o valoare de tip Term care reprezinta lambda-termenul Az.\y.z.

In continuare, vom scrie o functie subst care implementeaza substitutia, notata in curs cu
tlx/t']. Functia va primi trei parametri:

1. variabila id care trebuie inlocuita;
2. termenul term care o va inlocui;

3. termenul In care se face inlocuirea.

Astfel, pentru a calcula t[x/t'], vom apela subst x t’ t.

Exercitiul 0.2. Completati functia de mai jos (inlocuind ... cu codul dumneavoastra):
subst :: Id -> Term -> Term -> Term
subst id term (Var id’) | id == id’ = term
| True = ...
subst id term (App terml term2) = App ... (subst id term term2)
subst id term (Lambda id’ term’) | id == id’ = ...
| True = (Lambda id’ (subst id term term’))

Asigurati-va ca functia calculeaza corect rezultatul pe cateva exemple:
Lozfz/y] = y;
2. zly/z] = x;

3. (xyly/2] == 2
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4 (y )ly/2] =z z;
5. (A\x.(y x))[z/(Nz.2)] = Ax.(y 2);
6. (Ay.(y 2))z/(Az.2)] = My.(y (Az.2)).

Substitutia, asa cum este implementata mai sus, este de tip non-capture-avoiding substitu-
tion, deoarece:

1. Mx.yly/x] = Ax.x (verificati).

In continuare, vom scrie o functie care implementeaza o substitutie capture-avoiding. Intai,
avem nevoie de cateva functii ajutatoare:

Exercitiul 0.3. Completati functia remove, care elimina toate aparitiile unui element dat ca
argument dintr-o lista:

remove :: Id -> [Id] -> [Id]
remove _ [] = []

remove id (hd:t1l) | id == hd
| True

remove id tl

Testati functia pe cateva exemple.

Exercitiul 0.4. Completati functia free, care calculeaza toate variabilele libere ale unui
lambda-term (rezultatul poate contine duplicate):

free :: Term -> [Id]
free (Var id) = [id]
free (App terml term2) = ...
free (Lambda id term) = ...

Exercitiul 0.5. Completati functia vars, care calculeaza toate variabilele unui lambda-term,
indiferent daca sunt libere sau nu (rezultatul poate contine duplicate):

vars :: Term -> [Id]
vars (Var id) = ...
vars (App terml term2) = ...
vars (Lambda id term) = ...

Exercitiul 0.6. Completati functia fresh (puteti folosi functia ajutatoare fresh’), care este
folosita pentru calcularea unui identificator proaspat (identificator ce nu apare deja in lista de
identificatori data ca argument):

fresh’ :: [Id] -> Int —> Id

res ids index = i n" ++ (show index elem‘ ids then fres ids (index +
f h’ ids ind if ("n" (sh index)) ‘elem® id h f h’ ids (ind 1)
else "n" ++ (show index)

fresh :: [Id] -> Id
fresh ids = ...

Exercitiul 0.7. Completati functia casubst, care implementeaza o substitutie de tip capture-
avoiding:
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casubst :: Id -> Term -> Term -> [Id] -> Term
casubst id term (Var id’) _ | id == id’ = ...
| True = (Var id’)
casubst id term (App terml term2) avoid = App ...
casubst id term (Lambda id’ term’) avoid | id == id’ = ...

| id’ ‘elem‘ (free term)
let id’’ = fresh avoid in

Lambda id’

| True
Testati functia casubst pe toate exemplele de la subst, plus exemplul:
1. Azyly/z] = Ang.x.

Exercitiul 0.8. Completati functia reducel, care aplica o beta-reducere in termenul dat ca
parametru si in acest caz intoarce termenul rezultat (protejat cu constructorul Just), sau
intoarce Nothing, daca nu exista nicio beta-reducere care se poate aplica.

reducel’ :: Term -> [Id] -> Maybe Term
reducel’ (Var id’) _ = Nothing
reducel’ (App (Lambda id term) term’) avoid =
Just (casubst id term’ term avoid) -- beta-reducerea propriu-zisa

reducel’ (App terml term2) avoid = case reducel’ terml avoid of
Nothing -> case reducel’ term2 avoid of
Nothing —>
Just term2’ -> ...
Just terml’ -> Just (App terml’ term2)
reducel’ (Lambda id term) avoid = case reducel’ term avoid of
Nothing -> ...
Just term’ -> ...

reducel :: Term -> Maybe Term
reducel t = reducel’ t (vars t)

Testati functia reducel pe urmatoarele exemple:
x = Var "x"

= Var nyu
z = Var "z

<

terml = Lambda "x" x

term2 = App terml terml

term3 = Lambda "y" (Lambda "x" term2)

term4d = App term3 terml

exl = reducel terml -- Nothing

ex2 = reducel term2 -- Just (\x.x)

ex3 = reducel term3 -- Just \y.\x.(\x.x)

ex4 = reducel term4 -- Care este rezultatul?

Exercitiul 0.9. Completati urmatoarea functie recursiva, care calculeaza o forma normala a
lambda-termenului dat ca parametru (aplica toate beta-reducerile posibile, cat timp exista):
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reduce :: Term -> Term
reduce term = case reducel term of
Nothing -> ...

Just term’ -> ...

Exemple: reduce aplicat pe (Az.z)((Az.z)y) ar trebui sa intoarca y. Care sunt beta-
reducerile efectuate de reduce?

Exercitiul 0.10. Dati exemplu de un lambda termen pentru care reduce intra in bucla infinita.
Completati urmatoarea functie, care aplica cel mult n pasi de beta-reducere:

reduceFor :: Int -> Term -> Term
reduceFor 0 term = term
reduceFor n term = case reducel term of
Nothing -> ...
Just term’ -> ...

Exercitiul 0.11. Scrieti ca valori de tip Term lambda-termenii TRUE, FALSE, AND, OR, NOT, ITE:

tTRUE = Lambda "x" (Lambda "y" x) -- folosim x = Var "x" declarat mai sus
tFALSE = ...

tAND = ...

tOR = ...

tNOT = ...

Calculati reduce (App (App tAND tTRUE) tFALSE). Calculati formele normale ale altor
asemenea lambda termeni pentru a testa faptul ca tAND, tOR etc functioneaza conforma
asteptarilor.

Exercitiul 0.12. Folositi codificarea numerelor naturale ca lambda-termeni discutata la curs,
implementati functiile PLUS si MULT, si testati-le pe cateva exemple.

Exercitiul 0.13. Scrieti o functie care testeaza daca doi termeni sunt a-echivalenti.

Exercitiul 0.14. Folositi stack (https://docs.haskellstack.org/en/stable/tutorial/
hello_world_example/) pentru a crea un proiect Haskell care sa gazduiasca interpretorul.
Folositi pachetul megaparsec (http://markkarpov.com/tutorial/megaparsec.html) pentru
a crea un parser de lambda-termeni. Programul principal trebuie sa evalueze un lambda-termen
dat ca argument la linia de comanda. Al doilea argument (optional) de la linia de comanda
trebuie sa fie numarul maxim de pasi de beta-reducere.
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