Lambda calcul

Lambda calculul (engleza: lambda calculus) este un model de calcul care surprinde esenta
programarii functionale. Lambda-calculul este un limbaj de programare aparent foarte simplu
(cu doar trei constructii sintactice), dar care este complet, in sensul in care poate descrie orice
calcul efectuat de un calculator.

In lambda calcul, lucrdm cu o multime infinit numérabild de identificatori (sau variabile),
care sunt notate de obicei in felul urmator:

Id = {x,y,x,y' z1,...}.

Programele din lambda-calcul se numesc lambda-termeni (sau lambda-expresii).

1 Sintaxa
Multimea lambda-termenilor este cea mai mica multime care are urmatoarele proprietati:

1. orice identificator este un lambda-termen;

2. daca x este un identificator si ¢ este un lambda-termen, atunci (\z.t) este un lambda-
termen;

3. daca t; si ty sunt lambda-termeni, atunci (¢; ¢2) este un lambda-termen.

Termenii construiti folosind a doua regula se numesc lambda-abstractii, iar termenii care
sunt construiti cu ultima regula lambda-aplicatiz.
Exemple de lambda-termeni:

X, Y, z, (x x), (Ax.x), (Ax.(Ay %)), (Ax(Ay.(x x))), (A ((Ayx) %)),

() (), ((xy) (z.(x ), (O 0y ) ((xy) 2))

Exercitiu: dati exemplu de 5 lambda-termeni interesanti.
2 Notatii
1. Intr-o secventa de lambda-abstractii parantezele se asociaza implicit spre dreapta:

Exemplu: A Ay Az.x = (Ax.(Ay.(Az.x)));

2. Intr-o secventa de lambda-aplicatii parantezele se asociaza implicit spre stanga:

Exemplu: xy z = ((x y) 2);
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3. O aplicatie se extinde cat mai spre dreapta:
Exemplu: \x.Ay.xy z= (Ax.(Ay.((xy) 2))),

Atentie! Ultima regula face ca in termenul (M\x.\y.x y) z parantezele sa fie obligatorii (altfel
as intelege alt termen).
Exercitiu: scrieti termenii din primul exemplu cu cat mai putine paranteze.

3 Variabile legate si variabile libere

Un lambda-termen poate avea 0 sau mai multe variabile legate si 0 sau mai multe variabile
libere.

Variabilele legate sunt cele care apar imediat dupa semnul .

Functia bound, definita ca mai jos, calculeaza multimea variabilelor legate ale unui lambda-
termen:

1. bound(x) = () (pentru orice identificator x € Id);
2. bound(\x.t) = {x} U bound(t) (pentru orice identificator z si orice lambda-termen t);

3. bound(t; ta) = bound(ty) U bound(ty) (pentru orice lambda-termeni t1,t5).

De exemplu, bound( x.\y. \xx vy z) = {x,y}.
Functia free, definita ca mai jos, calculeaza multimea variabilelor libere ale unui lambda-
termen:

1. free(x) = {x} (pentru orice identificator = € Id);
2. free(\x.t) = free(t) \ {x} (pentru orice identificator x si orice termen t);
3. free(ty ta) = free(t1) U free(ty) (pentru orice termeni ¢4, t5).

De exemplu, free(Ax.\y. \x.x vy z) = {z}.

Atentie! Exista termeni unde acelasi identificator este si variabila libera si variabila legata.
De exemplu, (x (Ax.x)).

Exercitiu: calculati variabilele libere si variabilele legate ale termenilor dati ca exemplu mai
devreme.

4 Alfa-echivalenta

Doi termeni sunt alfa-echivalenti (sau a-echivalenti) daca, intuitiv, unul poate fi obtinut din
celalalt prin redenumirea variabilelor legate, fara a ii schimba intelesul.

De exemplu, \x.\y.x este alfa-echivalent cu A\x". \y" X si cu Ay . Ax.y.

Atentie! Termenul A\x.\y.x nu este alfa-echivalent cu Ax. \x.x.

Faptul ca doi termeni ¢, ¢, sunt alfa-echivalenti se noteaza cu t; =, ts.

Exercitiu. Stabiliti care dintre urmatorii termeni sunt alfa-echivalenti:

1. Ax.x =4 A\y.y?
2. Ax.y =4 Ay.x?

3. AXXY =4 Axx Z?
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4. XXy =4 A\y.y y?
5. X AXXY =4 X A\z.2 y?

6. X AXXY =4y Axxy?

5 Substitutii

Cu t[z/t'] se noteaza termenul obtinut din t prin substitutirea aparitiilor libere ale variabilei x
cu t'.

De exemplu, \x.\y.xy z[z/ Ay ] = M Ay.xy (Ay.y).

Alt exemplu: x (A\xx)[x/ Ay .y = (A .y)(Axx).

Ultimul exemplu arata ca se inlocuiesc doar aparitiile libere ale variabilelor.

Definitia substitutiei este:

1. z[z/t] =;
2. ylz/t'] =y (dacd z # y);

3. (t to)[x/t] = (tafx/t]) (L[2/t]);
4. Qzt)[z/t'] = Iz t;

5. (\y.t)[x/t'] = \y.(t[z/t']) (daca x # y).

Observati cum in definitia din cazul al patrulea, ne asiguram ca nu inlocuim aparitiile legate
ale variabilelor.

Substitutia de mai sus se numeste substitutie care captureaza (capturing substitution),
deoarece are urmatorul comportament nedezirabil:

(Axy)[y/x] = Axx.

Observati ca am pornit cu o functie care isi ignora argumentul si intoarce variabila libera
y. Inlocuind y cu x, obtinem functia identitate (care nu isi mai ignorii argumentul). In acest
caz, spunem ca \x captureaza variabila x din codomeniul substitutiei.

6 Substitutia care evita capturarea

Am vazut mai devreme ca (\x.y)[y/x] = Ax.x.

Daca pornim cu un termen alfa-echivalent cu (Ax.y), de exemplu cu A\x'.y, obtinem un alt
comportament al substitutiei:

(M y)]y/x] = M x (nu mai obtinem functia identitate, ci doar functia care isi ignora in
continuare argumentul si intoarce x in loc de y).

De aceasta data, rezultatul pare mai rezonabil. Substitutia in care redenumim variabilele
legate pentru a nu captura variabile libere din codomeniul substitutiei se numeste substitutie
care evita capturarea.

Vom nota substitutia care evita capturarea (capture-avoiding substitution) cu ¢[z/¢']. Definitia
el este:

1. z[z/t'] =t
2. y[z/t'] =y (daca = # y);
3. (b t)[x/¥'] = (talx/¥']) (tal/¥']);
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4. Qzt)[z/t'] = Az t;

5. (\yt)[z/t'] = 2\ ((ty/y'])[z/t']) (variabila y' trebuie sa fie noua/proaspata/fresh, adica
sa nu mai apara in alta parte in termenii cu care lucrez).

Observati ca singurul caz care s-a schimbat este ultimul caz, in care inainte de a Inainta
recursiv in termen pentru a substitui x cu ¢/, variabila legata y este inlocuita cu o variabila
noua 3/, folosind substitutia clasica.

Avantajul substitutiei care evita capturarea este ca aplicand o astfel de substitutie pe doi
termeni alfa-echivalenti, vom obtine cu siguranta doi termeni alfa-echivalenti.

Ultimul caz se poate optimiza, evitand redenumirea in cazurile in care nu este necesara, in
felul urmator:

5. (\yt)[z/t'] = My (t[x/t']), dacd y & free(t');

6. (\y.t)[z/t'] =\ ((ty/y'])[x/t]), dacay € free(t') (variabila y' trebuie sa fie noua/proaspata/fresh,
adica sa nu mai apara in alta parte in termenii cu care lucrez).

7 Regula de calcul

In lambda-calcul, exista o singura regula care modeleaza un pas de calcul, regula care se numeste
beta-reducere.
Regula de p-reducere este urmatoarea:

(\x.t) t" =5 t[x/t].

Cu alte cuvinte, singura regula de calcul este aplicarea unei functii ((Az.t)) pe un argument
g g , g
(t). Observati folosirea substitutiei care evita capturarea.
Exemplu de calcul:

L (Axx) y =gy #5;

Ay xy) Xy =g (Ay X y) Yy =g Xy Fa;
MY X Y) (Axx) Y =5 (Ay.(Axx) y) ¥ =5 (Axx) Y =5 Y s
M Ay xy)) (yy) =g Ay y) Y A8

X (Axx) y) =g xy Ap;.

-
2. (
3. (
4. (
5

Observati cum a fost evitata capturarea in penultimul exemplu.

Exista si calcule infinite:

(Axx x) (Axx x) =g
(Axx x) (Axx x) =g

8 Codari Church

Desi aparent simplu, si cu o singura regula de calcul (aplicarea unei functii), lambda-calculul
este un limbaj la fel de puternic ca orice alt limbaj. Din punct de vedere matematic, limbajul
este Turing-complet, adica poate calcula orice functie care poate fi calculata de o masina Turing.

Pentru a arata acest lucru, vom folosi un set de codari (encodings) inteligent proiectate,
numite codari Church (Alonzo Church a creat calculul lambda).
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8.1 Valori Booleene

Iata codarile pentru valori booleene:

TRUE = Mx.)\y.x
FALSE = Xx.\y.y

Valoarea “adevarat” va fi reprezentata de o functie care primeste doua argumente si intoarce
primul dintre ele, iar valoarea “fals” de o functie cu doua argumente care intoarce al doilea
argument.

Operatiile booleene obisnuite sunt codate dupa cum urmeaza:

AND = AUAV.U V U
OR = AUAV.U UV
NOT = )u.u FALSE TRUFE

Putem verifica ca intr-adevar termenii de mai sus se comporta conform asteptarilor:

AND TRUE FALSE =

(AuAv.u v u) TRUE FALSE —3
(\.TRUE v TRUE) FALSE —4
TRUE FALSE TRUE =
(\x\y.x) FALSE TRUE —
(\y.FALSE) TRUE —

FALSE.

AND TRUE TRUE =

(AuAv.u v u) TRUE TRUE —4
(\.TRUE v TRUE) TRUE —
TRUE TRUE TRUE =

(M Ay.x) TRUE TRUE —5
(\y.TRUE) TRUE —4

TRUE.

AND FALSE TRUE =

(AuAv.u v u) FALSE TRUE —4
(\W.FALSE v FALSE) TRUE —4
FALSE TRUE FALSE =
(\x.\y.y) TRUE FALSE — g
(\y.y) FALSE —4

FALSE.

AND FALSE FALSE =

(AuAv.u v u) FALSE FALSE —4
(\v.FALSE v FALSE) FALSE —
FALSE FALSE FALSE =

(M Ay.y) FALSE FALSE — 5
(\y.y) FALSE —4

FALSE.

Exercitiu: verificati comportamentul functiilor OR si NOT.
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8.2 Numere Naturale

Numele naturale pot fi codate dupa cum urmeaza:

0 = A Ax.x
1 = A f x
2 = AMMxffx
3 = MMSfffx

Cu alte cuvinte, un numar natural n va fi reprezentat printr-o functie care primeste doua
argumente: f si x si aplica f de n ori pe x.
Functia succesor este foarte simplu de scris ca lambda-termen:

SUCC = In At x((nf) (fx).

Sa calculam SUCC 2:
SUCC 2 =

AnAf A ((n ) (f %)) 2 —p

M ((2 1) (fx) =
MM %) ) (Fx) —p
M ((AxF £ %) (f x) —p
MAx.(f f f x) =

3.

Functia de adunare a doua numere poate fi reprezentata ca lambda-termen dupa cum
urmeaza:

PLUS = AnAmAfAxm f (nf ).

Exercitiu: calculati PLUS 2 3.
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